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Â ðàáîòàõ [1, 2] àâòîð îáñóæäàåò íåêîòîðûå ïîëåçíûå âçàèìîîò-
íîøåíèÿ ìåæäó àëãåáðîé è ëîãèêîé. Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåí åù¼
îäèí èíòåðåñíûé ñëó÷àé. Â ðàáîòàõ Ëàõëàíà [3, 4, 5] óñòàíîâëå-
íû âàæíûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ m-ñòåïåíåé. Â ðàáîòå [3] îïðåäåëå-
íî äîâîëüíî ãðîìîçäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîíÿòèå, êîòîðîå îêàçàëîñü
ýêâèâàëåíòíûì ïîíÿòèþ äèñòðèáóòèâíîé âåðõíåé ïîëóðåø¼òêè. Â
ðàáîòå [5] äëÿ îïèñàíèÿ ãëàâíûõ èäåàëîâ ïîëóðåø¼òêè ðåêóðñèâíî-
ïåðå÷èñëèìûõ m-ñòåïåíåé áûë ââåä¼í îáúåêò, êîòîðûé ïîçæå áûë
íàçâàí ïîëóðåø¼òêîé Ëàõëàíà. Â ðàáîòàõ Ñ.Þ. Ïîäçîðîâà [11, 12]
áûëî ïðîèçâåäåíî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ïîíÿòèÿ ïîëóðåø¼òêè
Ëàõëàíà. Â ðàáîòå [4] áûëà óñòàíîâëåíà òàêàÿ

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé m-ñòåïåíè a ñóùåñòâóåò m-ñòåïåíü b òà-
êàÿ, ÷òî a < b è äëÿ ëþáîé m-ñòåïåíè c òàêîé, ÷òî c < b, ñïðàâåä-
ëèâî c 6 a.

Òàêæå àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà áûëà óñòàíîâëåíà î ïîëóðåø¼òêå ðå-
êóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõm-ñòåïåíåé äëÿ a, íå ÿâëÿþùåãîñÿ íàèáîëü-
øèì ýëåìåíòîì.

Â ðàáîòå àâòîðà [6] áûëî óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ðàñøèðåíèå ýòîé
òåîðåìû.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ñ÷¼òíîé äèñòðèáóòèâíîé ïîëóðåø¼òêè D è

å¼ èäåàëà I ëþáîå èçîìîðôíîå âëîæåíèå I íà èäåàë ïîëóðåø¼òêè

Lm âñåõ m-ñòåïåíåé ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìîðôíîãî âëîæåíèÿ D
íà èäåàë èç Lm.

Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî èíúåêòèâíîñòè ïîëóðåø¼òêè Lm ñïðà-
âåäëèâî è äëÿ ïîëóðåø¼òêè LF âñåõ íóìåðàöèé ëþáîãî íåîäíîýëå-
ìåíòíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F .

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè êîíòèíóóì-ãèïîòåçû
ëþáàÿ òàêàÿ ïîëóðåø¼òêà LF èçîìîðôíà Lm.

Â ðàáîòå [7] Å.À. Ïàëþòèíà óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ áåç ïðåäïîëîæåíèÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçû.

1



2 Þ.Ë. ÅÐØÎÂ

Ïóñòü S � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ðåêóðñèâíî-ïåðå÷èñëèìûõ ìíî-
æåñòâ. Ïîëóðåø¼òêà L0

S âñåõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâà S
íàçûâàåòñÿ ïîëóðåø¼òêîé Ðîäæåðñà ñåìåéñòâà S.

Åñëè S � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî, òî ïîëóðåø¼òêà Ðîäæåðñà L0
S èìååò

íàèáîëüøèé ýëåìåíò è ÿâëÿåòñÿ ïîëóðåø¼òêîé Ëàõëàíà.
Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Sn � {∅, {0}, . . . , {n}}. Ñ.Ä. Äå-

íèñîâ [10] óñòàíîâèë ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà. Ïóñòü L � ïîëóðåø¼òêà Ëàõëàíà, a ∈ L. Òîãäà ëþáîå

ýôôåêòèâíîå âëîæåíèå èäåàëà â íà èäåàë L0
Sn

ïðîäîëæàåòñÿ äî ýô-

ôåêòèâíîãî âëîæåíèÿ L íà èäåàë L0
Sn
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è m ïîëóðåø¼ò-
êè L0

Sn
è L0

Sm
èçîìîðôíû.

Ïîëóðåø¼òêè Ëàõëàíà, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ
óíèâåðñàëüíûìè.

Ïóñòü S è T � äâà êîíå÷íûõ ñåìåéñòâà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ
ìíîæåñòâ. Êîãäà èõ ïîëóðåø¼òêè Ðîäæåðñà L0

S è L0
T èçîìîðôíû?

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæå-
ñòâà 〈S,⊆〉 è 〈T,⊆〉 èçîìîðôíû, òî è èõ ïîëóðåø¼òêè Ðîäæåðñà òàê-
æå èçîìîðôíû.

Òåîðåìà Äåíèñîâà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íå
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.

Äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ S
÷åðåç S0 îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ íåìàêñèìàëüíûõ (ïî âêëþ÷åíèþ)
ìíîæåñòâ èç S. (Òàê, S0

n = {∅}).
Â ðàáîòå [8] óñòàíîâëåíî, ÷òî èçîìîðôèçì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ìíîæåñòâ 〈S0,⊆〉 è 〈T 0,⊆〉 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ èçîìîð-
ôèçìà èõ ïîëóðåø¼òîê Ðîäæåðñà.

Î.Â. Êóäèíîâ ïðåäïîëîæèë, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è äîñòà-
òî÷íûìè.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ýòà ãèïîòåçà íå äîêàçàíà.
Äðóãèì îòêðûòûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ: Áóäóò ëè (èçîìîðôíûå)

ïîëóðåø¼òêè Ðîäæåðñà L0
Sn

è L0
Sm

èçîìîðôíû è êàê íóìåðîâàííûå
ìíîæåñòâà?

Â ðàáîòå àâòîðà [9] áûëî ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå ðåçóëü-
òàòà Äåíèñîâà. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó èç ýòîé ðàáîòû, ìîæíî óñòàíî-
âèòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà. Ïîëóðåø¼òêà Ðîäæåðñà L0
Sω

ñåìåéñòâà Sω � {∅, {0},
{1}, . . .} ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ðåø¼òêîé Ëàõëàíà.



ÏÎËÓÐÅØ�ÅÒÊÈ ËÀÕËÀÍÀ È ÏÎËÓÐÅØ�ÅÒÊÈ ÐÎÄÆÅÐÑÀ 3

Ïî÷åìó ðàáîòû Ëàõëàíà [4, 5] îêàçàëèñü îïóáëèêîâàíû â æóðíà-
ëå ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿? Ýòî ñåé÷àñ íàø æóðíàë ïîïàë â Q1 áàçû
Scopus. À òîãäà (1972) ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ äàæå íå ÿâëÿëñÿ æóð-
íàëîì (à áûë òðóäîì îäíîèì¼ííîãî ñåìèíàðà). Äóìàþ, ÷òî ñòàòüè
[4, 5], òåõíè÷åñêè äîâîëüíî ñëîæíûå, íå ïðåäñòàâëÿëè øèðîêîãî èí-
òåðåñà äëÿ èññëåäîâàòåëåé, êîòîðûå íå îáëàäàëè äîñòàòî÷íûì îïû-
òîì îäíîâðåìåííî â òåîðèè âû÷èñëèìîñòè è â àëãåáðå.

Ïîýòîìó ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ îêàçàëàñü íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ìå-
ñòîì äëÿ ïóáëèêàöèè ýòèõ çàìå÷àòåëüíûõ ñòàòåé, êîòîðûå îêàçàëè
îãðîìíîå âëèÿíèå íà äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ.
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